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Da das Integral 
& dx 


Ve=s)@x,) 


als Integral einer dreideutigen Funktion von dem jedesmaligen 
Integrationsweg abhängig ist, so beziehen wir die Variable x 
anstatt auf eine Ebene auf eine Riemann’sche Fläche, die wie 


3 
I V&-x,) & —x,) &—x3) 
verzweigt ist. Dabei möge Folgendes vorausgesetzt werden: 
Es seien die Verzweigungswerthe 
KRExX Steel uUn.x, <<, 
Als Abkürzung bedienen wir uns überall des Buchstaben z für 
eine dritte Wurzel der Einheit, indem wir setzen: 


I RD re ee 
T—e =0o8.-. z +Iin7k= 7. ty1V3 
ee et g LE a LS Le 
eo =, a +1 Mo = ——g1V8 


Construction der Riemann’schen wie s verzweigten 
Fläche. 


Diese besteht aus drei Blättern, von welchen ein jedes als 
Träger der Werthpaare s, x eines der drei Werthsysteme der 
dritten Wurzel betrachtet wird. Ferner nehmen wir jedes Blatt 
im Unendlichen als geschlossen an, betrachten es also als eine 
Kugelfläche mit unendlich grossem Radius. Der unendlich 
ferne Punkt nimmt dann in einer solchen geschlossenen Fläche 
eine ganz bestimmte Stelle ein. Die Verzweigungspunkte sind 


X} X, X3; sie sind sämmtlich doppelte. Die Anzahl der ein- 
1* 


fachen ist also sechs. Die Riemann’sche Geschlechtszahl ist 
deshalb p=1. Führt man den das Werthpaar s, x repräsen- 
tirenden Punkt um einen der drei Punkte x, x, x, positiv 
herum zur Anfangslage zurück, wo s den Werth s, haben mag, 
so erhält s nach diesem Umlauf den Werth s,r, nach einem 
zweiten Umgang den Werth s,r? und nach einem dritten seinen 
ursprünglichen Werth s, wieder. Ziehen wir um die drei 
Punkte x, x, x, eine knotenlose Schlinge und führen den das 
Werthpaar s, x repräsentirenden Punkt über dieselbe um jene 
drei Punkte positiv, oder was dasselbe ist, um den unendlich 
fernen Punkt negativ herum bis zu seiner Anfangslage zurück, 
so erhält s seinen ursprünglichen Werth wieder. Der unend- 
lich ferne Punkt ist daher kein Verzweigungspunkt. Verbinden 
wir nun in allen drei Blättern x, und x,, sowie x, und x, 
durch Linien, die sich selbst nicht schneiden, am einfachsten 
also durch gerade Linien, so hat in einem jeden derartig be- 
srenzten Blatte s in jedem Punkte desselben nur einen einzigen 
Werth, da wir jedem Blatte ein bestimmtes Werthsystem zuer- 
theilt haben, wenn nur in irgend einem Punkte eines Blattes 
dem s ein bestimmter Werth beigelegt wird und wenn nur 
jeder Werth von s durch stetiges Durchlaufen einer Linie be- 
stimmt wird, die keiner anderen Beschränkung unterworfen ist 


als der, jene Linien x,x, und x,x, nicht zu überschreiten. 
Diese Linien heissen, insofern sie ein Blatt begrenzen Be- 
grenzungs-, und insofern sie einen Zweig mit einem anderen 
verbinden, Durchsetzungslinien. Ueber die Durchsetzungslinie 


x,X, setzt sich vom positiven Ufer d. h. von demjenigen, wel- 
ches in der Richtung von x, über x, nach x, zur Linken liegt, 
zum negativen hin das erste Blatt in das dritte fort, so dass 
dort längs der Durchsetzungslinie diese beiden Blätter zusam- 
men hängen. Es hat s im dritten Blatte auf dem negativen 
Ufer denselben Werth als auf dem positiven im ersten Blatte. 
Ebenso schliesst sich das negative Ufer im ersten und zweiten 
Blatte an das positive Ufer des zweiten resp. dritten Blattes 


continuirlich an. Die Durchsetzungslinie x,x, überschreitend 
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gelangt man vom positiven Ufer im ersten und zweiten Blatte 
zum negativen Ufer im zweiten resp. im dritten Blatte und 
ebenso gelangt man aus dem dritten Blatte in das erste zurück, 
so dass sich das dritte Blatt mittels Durchdringung stetig in 


das erste fortsetzt. Ein Querschnitt, der auf der Linie x;x, 


senkrecht steht und ein gleicher auf der Linie x,x, bieten die 
beistehende Ansicht dar. 
Fig. 1. 


. . 1 . . A . . 
Die Funktion Pr ist nun als rationale Funktion von s wie 


diese Funktion verzweigt und ist also eine einwerthige Funk- 
tion des Ortes der von uns construirten Riemann’schen Fläche. 
Führt man den Punkt x um einen Verzweigungspunkt einmal 


positiv herum, so multiplieirt sich s? mit r?, also SE mit r. 


®'ühren wir nämlich Polarcoordinaten ein, indem wir setzen 
xx —pedl; x x, —p ed; x—x,—p;etel 
WO Pı Pa p; wesentl. pos. Zahlen sind, so erhält man die Form 
2-peshrthr ti, 
worin p=(p, Pa "P,)? ist. 

Umläuft nun die Variable v von einem bestimmten Punkte 
aus, wo s den Werth s, haben mag, den Verzweigungspunkt x} 
allein bis zum Anfangspunkte zurück, so wächst der </ 9, um 
dr, während p, <Y 9, und <’ 9, ihre ursprünglichen Werthe 
erlangen. Bezeichnen wir nun den Werth, den die Funktion 
s bei diesem Umlauf erlangt, durch s’,, so ist 

pt 25,2, 

Lassen wir aufs Neue die Variable in derselben Weise 
eine geschlossene Linie um den Punkt x, durchlaufen, wobei 
der <{%, abermals um 2x wächst, so ist der Werth, den die 
Funktion erreicht 
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Nach einem dritten Umlauf erlangt die Funktion s den 
Werth z’s,, also den ursprünglichen Werth s,. 

Unsere Funktion wird also je nach dem Wege, auf dem man 
sie stetig fortsetzt, für dasselbe x Werthe annehmen können, 
die sich durch dritte Wurzeln der Einheit unterscheiden. 


Die Funktion n ist nun vollständig bestimmt, wenn wir 


noch einen Zweig derselben definiren. Wir thun dies, indem 
wir festsetzen, dass die Funktion längs des positiven Ufers 
der Linie x,x, reelle Werthe haben soll. Die beistehende 
Zeichnung, welche die untereinander liegenden Durchsetzungs- 
linien der drei Blätter nebeneinander darstellt, möge angeben, 
wie vielmal der Werth der Funktion auf dem positiven Ufer 
grösser ist als auf dem negativen, wobei r, r, r, positive reelle 
Grössen sind. | 
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Verwandlung der Riemann’schen Fläche T in eine einfach 
zusammenhängende T’. 


Die zu integrirende Funktion a; ist nun zwar in der mit 


ihr gleichverzweigten Riemann’schen Fläche eindeutig, aber für 
die Behandlung des vorgelegten Integrales ist es noch noth- 
wendig, die Fläche in eine einfach zusammenhängende ‘zu ver- 
wandeln, weil sonst der Satz von Cauchy nicht angewandt wer- 
den kann. Da im vorliegenden Falle die Zahl p ihres Ge- 
schlechtes gleich 1 ist, so ist die Fläche dreifach zusammen- 
hängend und kann durch zwei Querschnitte in eine einfach 


BR, ea 


zusammenhängende verwandelt werden. Die Zerschneidung 
kann auf verschiedene Weise ausgeführt werden. Wir wollen 
hier nur eine Art derselben näher beschreiben und eine andere 
blos durch die Zeichnung vorführen. 


Fig. 3. 


Von einem beliebigen Punkte, den man als Begrenzung 
der geschlossenen Kugelfläche betrachtet, z. B. P aus führen 
wir einen die Fläche nicht zerstückelnden und in sich selbst 
zurücklaufenden Querschnitt a. Derselbe geht um den Punkt 
x; herum längs der Linie x,x, über die Durchsetzungslinie 
X,X, ins zweite Blatt, von da in demselben weiter, umkreist 
den Punkt x, und gelangt zu seinem Anfangspunkt zurück. 
Die Richtung, in welcher derselbe geführt wird, werde die 
positive und das Ufer desselben, das bei dieser Bewegung zur 
Linken liegt, das positive genannt. Ein Querschnitt b werde 
dann von dem positiven Ufer von a im ersten Blatte zu dem- 
selben Punkte auf dem negativen Ufer geführt, wobei die ein- 
gehaltene Richtung wieder als die positive und das zur Linken 
liegende Ufer als das positive bezeichnet werden. 

Um den Verzweigungspunkt x, geht er in einem vollstän- 
digen kleinen Kreise herum, gelangt in das dritte Blatt, bleibt 


in demselbeu auf dem negativen Ufer der Linie x,x, und ge- 


langt über die Durchsetzungslinie x,x, zu dem seinem Anfangs- 
punkte gegenüberliegenden Punkte. Während also b von dem 
positiven Ufer von a zu dessen negativen führt, entspringt a 
in dem negativen Ufer von b und endet in dem positiven Ufer 
desselben. Die so begrenzte Fläche T’ ist einfach zusammen- 
hängend und ihre Begrenzung bildet eine einzige continuirliche 
Linie, die so durchlaufen werden kann, dass die positiven Ufer 
in der für die Querschnitte festgesetzten positiven Richtung 


Be ws 


die negativen Ufer in der entgegengesetzten Richtung durch- 
laufen werden. Die Richtung eines Querschnitts ist in der 
Figur durch einen Pfeil bestimmt und auf das positive Ufer 
desselben ist das (4-)Zeichen, auf das negative das (—)Zeichen 
gesetzt. Ausserdem sind die im zweiten und dritten Blatte 
verlaufenden Linien punktirt resp. gestrichelt. — 

Eine andere Zerschneidung kann auf folgende Art aus- 
geführt werden. Nachdem der Querschnitt a in der oben be- 
schriebenen Weise gezogen ist, lassen wir den Querschnitt b 
auf dem positiven Ufer von a im zweiten Blatte entspringen 
und zwar an der Stelle, die in der Figur durch ein f markirt 
ist. Er ist dem Querschnitt a völlig congruent und gleich ge- 
richtet, doch so, dass er im zweiten und dritten Blatte ver- 
läuft und dass die einander congruenten Theile der Querschnitte 
in verschiedenen Blättern liegen. 


Fig. #. 
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Betrachtung des Integrals v — it = 


Nachdem wir durch Beziehung der Variablen x auf eine 
Riemann’sche Fläche T die zu integrirende Funktion in eine 
einwerthige und die Fläche durch Zerschneidung in eine ein- 
fach zusammenhängende T’ verwandelt haben, wenden wir uns 


zur Betrachtung des Integrals v= / = wobei wir die zweite 


Art der Zerschneidung der Riemann’schen Fläche zu Grunde 
legen. | 

Die Integration kann bis unmittelbar an die Verzweigungs- 
punkte ausgeführt werden, da 


> 


lim (x— x)! __ lim (x—x,)$® \ 
x: 82 ne ARE Sf 
V@&—2)? («—x,)? 


auch der Punkt Unendlich braucht nicht ausgeschlossen zu 
werden, da 


Eexlira, lim ee: 
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& bedeutet in beiden Fällen eine beliebig kleine positive Zahl, 
6 eine eben solche, die aber bei Annäherung des x an x, resp. 
& kleiner und kleiner wird. 


Unser Integral ist also ein überall endliches und da p=1, 
gibt es keine anderen Integrale erster Gattung d. h. Integrale in 
T einwerthiger Funktionen, die überall endlich bleiben, wenn 
nur der Integrationsweg nicht die Verzweigungspunkte unend- 
lich oft umkreist. Die Periodicitätsmoduln des Integrals v 
d.h. die Grössen, um welche v auf dem positiven Ufer eines 
Querschnitts grösser ist als auf dem negativen, bezeichnen wir 
so, dass v auf dem positiven Ufer von a um A grösser ist als 
auf dem negativen und auf dem positiven Ufer von b um B 
grösser ist als auf dem negativen. Wenn der Integrationsweg 
wie eine untere Grenze an das Integral gesetzt wird, so ist 


[a=B; |ar=—A, 
a b 


wobei die Richtung des Integrationsweges diejenige der Pfeile 
in der Figur ist. Integrirt man längs zweier Linien I und I, 
wenn I’ der Linie 1 völlig congruent ist und in dem darunter- 
liegenden Blatte sich befindet, so ist 


Jar, ST dv, , 


wo v, die Werthe andeuten soll, die v längs der Linie 1 hat. 


Ziehen wir daher auf dem positiven Ufer von x,x, von x, nach 
x, zwei congruente Linien 1 und /‘, von welchen 1 im ersten 
und /’ im zweiten Blatte liegt, so ist 


Sg 


X2 Xg 
[an — V(X,)— V(X,); Iko = v(X,)-— vXı)— A; 
j 


I = 
A 
RB) vi) -A=ElR) vR)); VRR) VRR) 
Integriren wir längs zweier solcher Ourven, die auf dem nega- 
tiven Ufer von x,x, liegen, so erhalten wir 
x x 
[= v(&)—V(X)—A; [= rede) —B; 
ar. %ı 


v&)—v@&)— B=r[v)— v@&) —A]; v2) — vl) > 


In gleicher Weise erhält man, indem man längs x, bis x, 
sowohl auf dem positiven als auch auf dem negativen Ufer 
längs zweier congruenten Curven 1 und T' integrirt 
A 


; B—ıA 
v(x3) — (X) = ec und v(x3) — v(X,) = Paar 


1 
Es folgt daraus, dass 
1) v(X3) — V(X,) == V(X5) — v(x,) oder 


”Xg Xz 
EHE) Ir) oder | dr | dv, 
Kt Xa 
wobei zu beachten ist, dass diese Gleichheit stattfindet, wenn 
das Integral rechts sich auf das positive oder negative Ufer, 
während das Integral links sich beziehentlich auf das negative 
oder positive bezieht oder, abgesehen von einer dritten Wurzel 
der Einheit ist allgemein 
4 be 
| dyi= | dv 
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2 a B=Al-H)=—r N FIT EEE) 
Dieses Verhältniss der beiden Periodicitätsmoduln hätte 
man auch einfacher finden können. Da die Querschnitte a und 
b völlig congruent sind und die Stücke von b um ein Blatt 


tiefer liegen, als die ihnen congruenten Stücke von a, so ist 


[= [a oder —A=rb; Eee 
b a 


EL BR 


Um die willkürliche Constante der Integration zu be- 
stimmen, setzen wir fest, dass v(x3;)—0 sei; dann ist 


N N 
@)=2 7 =? 


I T—1 Te 
Das Zeichen = bedeutet congruent nach einem System 
gleichzeitiger Periodicitätsmoduln im Sinne der Definition der 


Congruenz von Riemann in Crelle’s Journal Bd. 54 8. 139, 


Abbildung der Riemann’schen Fläche T’ durch das 
dx 
Integral v— [ - 


Die Riemann’sche Fläche T’ durch das Integral v abbilden 
heisst, für jedes x sein Bild d.h. sein zugehöriges v berechnen. 

Dazu ist vor allem nöthig die Begrenzung der Fläche 
abzubilden. Wir suchen daher das Bild der Begrenzung von 
T’, die durch die Ufer der Querschnitte a und b gebildet wird. 
Als Fläche T’ wollen wir diejenige zu Grunde legen, die durch 
die erste der von uns oben angeführten Arten der Zerschnei- 
dung aus T entstanden ist. Wir lassen die Querschnitte sich 
der reellen Axe unendlich nahe anschmiegen. Die gesammte 
Fläche T zerlegen wir in 6 Halbebenen, die von den reellen 
Axen begrenzt sind. Die Halbebenen des uten Blattes be- 


zeichnen wir mit H; und Ei, und deuten durch die Indices 


o und u an, dass die Halbebene gemeint sei, welche die posi- 
tive resp. die negative imaginäre Axe enthält. 

Führen wir die Variable x im ersten Blatte von dem 
Punkte auf dem positiven Ufer von a der dem Punkte x,, bis 
zu dem Punkte desselben Ufers, der dem Punkte x, gegenüber 
liegt, so wächst das Integral v fortwährend um positive, reelle 
Grössen. Es bildet sich also dieser Theil des Querschnitts a 
auf einer geraden Strecke ab, die parallel der reellen Axe der 
v-Ebene ist. Dieses Bild ist in der beifolgenden Figur mit a,* 
bezeichnet. | 


Führen wir x längs der reellen Axe weiter fort, so wächst 
v um Elemente, welche Produkte aus r in positive, reelle Grös- 
sen sind. Die Abbildung des Theiles des Querschnitts b von 
x, bis x, auf dem positiven Ufer wird daher durch eine Strecke 
abgebildet, welche der Grösse nach gleich a,* ist und welche 


gegen die reelle Axe unter einem Winkel von = rc, welcher 


der Zahl r entspricht, geneigt ist. Sie ist im Bilde durch die 
Strecke b,* wiedergegeben. Ihr Endpunkt fällt mit dem Null- 
punkte der v-Ebene zusammen, da v(x;)=0 ist. Nun führen 
wir x längs der reellen Axe durch den Punkt Unendlich hin- 
durch bis x,. v wächst dann um Grössen, deren Winkel der 
Zahl r? entspricht. Dieser Theil der reellen Axe bildet sich 
auf einer Strecke ab, die gegen die reelle Axe der v-Ebene 


unter einem Winkel von - geneigt ist. Ihr Endpunkt muss 


mit dem Anfangspunkte der Strecke &,* zusammenfallen. Weil 
sie das Bild einer Linie ist, die nicht zur Begrenzung von T’ 
gehört, so ist sie durch eine punktirte Linie x,3x, wiedergegeben. 
Einer negativen Drehung von 180° in der x-Ebene um einen 
Verzweigungspunkt entspricht im Bilde eine positive Drehnng 
von 120°. Als Bild der Halbebene H,° erhalten wir daher ein 
gleichseitiges Dreieck. Die totale Abbildung von T’ erhält 
man nun leicht durch Ansetzen congruenter, gleichseitiger Drei- 
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ecke. Längs x,ox, in T’ hängt H, mit H, zusammen. Da- 
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durch ist die Lage des Bildes von H," bestimmt. In gleicher 
Weise lässt sich die Lage der Bilder der übrigen vier Halb- 
ebenen festsetzen. Durchläuft der Punkt x die Begrenzung 
der Fläche T’, so beschreibt v den Umfaug der beistehenden 
Figur. Die beiden Ufer eines Querschnitts werden in entgegen- 
gesetzter Richtung durchlaufen, ebenso ihre Bilder. Letztere 
sind parallel, da v für Werthe von x, die an einem Querschnitt 
sich gerade gegenüber liegen, längs dieses Querschnitts eine 
constante Werthdifferenz besitzt. 

In der Figur ist a das Bild vom positiven Ufer des 


Querschnitts a im uten Blatte. 


Da beim Durchlaufen der Begrenzung der Fläche T’ einer- 
seits und des Umfangs der Figur 5 andererseits die einge- 
schlossenen Flächen in beiden Fällen zur Linken liegen, und 
weil v für alle Werthe von x endlich bleibt, so erkennt man 
leicht, dass alle Punkte der 3blätterigen Riemann’schen Fläche 
ihre Bilder innerhalb der beistehenden Figur haben. Diese 


ist also das Bild der gesammten Fläche T”. 


Da unser Integral 2 von einander verschiedene Periodici- 
tätsmoduln besitzt, so sollte die Abbildung der Riemann’schen 
Fläche vermittels desselben ein Parallelogramm sein, während 
wir als Bild ein Siebeneck erhalten haben. Aber es ist frap- 
pant, dass wir in diesem wirklich ein Parallelogramm erkennen, 
in welchem je zwei gegenüberliegende, parallele Seiten den rech- 
ten und linken Ufern der beiden Querschnitte entsprechen. 
Freilich sind diese Seiten gebrochene Linien. Es ist nämlich 
die’Beite #*, at, || der. Seite a7,a7, und b*, bt, ||b,b,. 

Wollten wir die Fläche T”, welche durch ein anderes 
Querschnittsnetz aus T hervorgeht, abbilden, so würden wir 
Bilder erhalten, welche sich entweder nur der Lage oder der 
Gestalt nach von dem obigen unterscheiden. Dem Inhalte 
nach stimmen aber alle Bilder, welche den auf verschiedene 
Arten zerschnittenen Flächen entsprechen, überein, da sie alle 
aus denselben Stücken, nämlich gleichseitigen Dreiecken, be- 
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stehen, welche bei den verschiedenen Bildern nur auf ver- 
schiedene Weise zusammengesetzt sind. 


Abbildung derjenigen Linien, welche den 3 Höhen der 
gleichseitigen Dreiecke im Bilde entsprechen. 


Durch die Substitution *) 
var Ex (Kı — X) + 2X Rs Kı + Ro) 
8X —%)— 2% +Xı 4% 
geht das Integral v über in 
2 


3 
en = wo c=V1-—E ist. 


z er ee he 
V4@: —X,) (&g —%3) X —Xı) 
Die Riemann’sche Fläche, auf welche wir die Variable & 


in dem Integrale w= f = beziehen, unterscheidet sich von der 


oben beschriebenen nur dadurch, dass die Verzweigungspunkte 
X)X9X, die bestimmten Stellen —1, +1 und © angenommen 
haben. Bilden wir mittels des Integrals w die Fläche T’ ab, 
so erhalten wir eine Figur, welche der oben gezeichneten nach 
Massgabe des Faktors 

2 


3 
v4 (Kı— 2) (&g—X;) Ks — X ) 
ähnlich ist. 
Durch das. Integral w bilden wir nun die positive imagi- 
näre Axe des ersten Blattes ab, indem wir &=i£ setzen. Wäh- 
rend nun & von O0 bis o wächst, nimmt 


u 
vdr) 
fortwährend um rein imaginäre Elemente zu. Dem Punkte. 
Null der reellen Axe der &-Ebene auf dem positiven Ufer ent- 
spricht die Mitte O der Seite AB ‘des gleichseitigen Dreiecks 
ABC oder H,° denn es ist 


ne: Thomae, Ueber eine specielle Klasse Abelscher Funktionen vom 
Geschlecht 3. 8. 40. 
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Dem Punkte &=w entspricht im Bilde der Punkt C. 
Das Bild der positiven imaginären Axe im ersten Blatte ist 
also die Höhe OC des Dreiecks ABC oder H,°. Einer Drehung 
von 90° in der &-Ebene entspricht eine gleiche in der w-Ebene. 
Um von der positiven imaginären Axe im ersten Blatte ohne 
Sprung in die negative zu gelangen, muss man um den Punkt 
Unendlich eine negative Drehung von 180° machen. Da dieser 
Punkt ein Verzweigungspunkt ist, so entspricht jener Drehung 


im Bilde eine positive von Sr. Die negative imaginäre Axe 
des ersten Blattes wird daher abgebildet auf die Höhe 0’C des 
Dreiecks ACF oder H,'; w(O)=rw(O). In gleicher Weise 


erhalten wir als Bilder der positiven und negativen imaginären 
Axen der übrigen Blätter der Riemann’schen Fläche die Höhen 
der übrigen gleichseitigen Dreiecke in der w-Ebene und zwar 


in H,° und H," diejenigen, die von C, undin H,’ und H," die- 


jenigen, die von & ausgehen. Die Höhe in H,. ist die directe 
Fortsetzung von CO, weil man aus der positiven imaginären 
Axe im ersten Blatte in die negative imaginäre Axe des dritten 
Blattes durch eine Drehung von 3% um den Punkt Unendlich 
herum gelangt und dieser Drehung eine solche im Bilde von 


0° entspricht. 
(Siehe Fig. 6, Seite 16). 

Wollen wir nun untersuchen, welchen Linien als ihren 
Originalen in der Riemann’schen Fläche, auf welche die Variable 
x bezogen ist, die in obiger Figur gezeichneten Höhen der 
gleichseitigen Dreiecke in der v-Ebene entsprechen, so brauchen 
wir nur die imaginäre Axe & der &-Ebene vermittels der Sub- 
stitution 

Jo EXKL — X) +2, — RK +8) 


Er 1X —%)— 2X3 + Xı + X 


ig. 6 
14 
5 
5 
ERNANBERN NSEN a ann 
-1 0 +# aa 


ce 


auf die x-Ebene abzubilden. Es lässt sich nun x auf folgende 
Form bringen: 


ee a) (&3—X2) 1 
i X, X ee 2X, 
Xı— Xp 
1 
= ae “ 


Trennen wir in x den reellen von dem imaginären Theil und 
setzen 


a ie be —bäi 
xy -- Zi = at ee &-+-c?'’ 
be b& & b-+2ac \ ? 
DRITTEN . a D Dun 
SO 180 y a Le?’ 2 — Le’ ( IB ) 
4, HB 
ee 


Setzen wir für abc ihre Werthe ein, so ist 
(7 v X X — X” ) +22 kt x)’ (X — X)? zu, 
X, +%2 — 2%; Kı + %2— 2X 3)? 
Dies ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkts- 


XıXy —X3° 
X + %2 — 2x; 


dius gleich BE) =) ; 
ius glei 3x, 


und z=0 sind und dessen Ra- 


eoordinaten ee 


ee SUR 


Wir wollen die nähere Untersuchung an einem speziellen 
Beispiele führen. Es sei , =— 1; 8=0; x,=1. In diesem 
Falle ist 


dx fd 
3 Gase u FI’ BET N. 
Ved—s) 
und die Abbildungen mittels beider Integrale sind einander 
congruent. Die x- und &-Ebene sind durch die Relation 


Bader bezogen. Es ist 


&+3 
KL 
ET 
ie 4 
o > eo 
Die Mittelpunktscoordinaten des durch diese Gleichung 


VE 2 


Ne 


y=1l— 


repräsentirten Kreises sind ee z=0; sein Radius ist gleich 


= Ist &='0, so. ist a wächst & von O an in positiven 
oder negativen Werthen, so nimmt yzu; &=+to,y=1. Für 
E00 ist 20; ist & positiv oder negativ, so ist es auch z. 
Der imaginären &-Axe von 0 bis «o entspricht daher der Halb- 
kreis in der oberen Halbebene von O bis C und der negativen 
imaginären &-Axe von — « bis 0 der Halbkreis in der unteren 
Halbebene von Ü’ bis O0’. Die Bilder dieser Halbkreise in der 
v-Ebene sind die Höhen OC und CO’ in den Dreiecken ACB 
und ACF. Da diese Halbkreise keinen geschlossenen Kreis 
bilden, so erhält man als ihre Bilder auch eine in sich nicht 
zurücklaufende Linie. 


Ebenso entsprechen den Halbkreisen in den übrigen Blät- 
tern je eine Höhe eines gleichseitigen Dreiecks, wie es in der 
Figur 6 dargestellt ist. Der negativen Drehung von 90° bei 
OÖ in der x-Ebene entspricht im Bilde bei O eine gleiche, der 
negativen Drehung von 180° bei C um den Verzweigungspunkt 
(+1) eine positive Drehung von 120°. Die stetige Fortsetzung 


des Halbkreises C’0’ über 0’ hmaus ins zweite Blatt wird durch 
2 


a 


die Höhe im Dreieck AFG, welche die Fortsetzung von CO’ 
ist, abgebildet. Diese Fortsetzung macht um den Verzweigungs- 
punkt (+1) eine negative Drehung von 180° und gelangt in 
die Halbebene H,;“. Aus der Höhe 0’G gelangt man daher 
durch eine positive Drehung von 120° in die Höhe des Drei- 
ecks GAH, die von G auf AH gefällt ist. Dass wir durch diese 
vier Höhen keine geschlossene Linie erhalten kommt daher, 
dass auch die Spirale, die aus den Halbkreisen im ersten und 
zweiten Blatt besteht, nicht geschlossen ist, sondern an dem 
positiven Ufer des Querschnitts a im zweiten Blatte endigt. 


Pie. 77. 


P 


Wir bilden nun die imaginäre Axe der x-Ebene mittels 
des Integrals 


dx 


3 
ERerer 
ab, indem wir setzen: x—iz. Da die zu integrirende Funktion 
auf dem positiven Ufer der Durchsetzungslinie von (—1) bis 
0 positive, reelle Werthe hat, und man von da aus zur posi- 
tiven imaginären Axe durch eine negative Drehung von 90° 
gelangt, so ist 


Vz 


j® 


. Mar dz sie dz 
Ne 1e Teer =—e 


3 3 
| VE FS° | Va Far 
Die positive imaginäre Axe der x-Ebene von 0 bis © wird ab- 
gebildet durch die Höhe BP im Dreiecke ABC, welche mit der 
reellen Axe den Winkel von 150° bildet. Der Punkt P ist der 
Träger der Zahl v(o). Ueber diesen Punkt setzt sich die Höhe 


P’F des Dreiecks ACF oder H," fort, ebenso wie die positive 
imaginäre Axe im Unendlichen mit der negativen zusammen- 
hängt. Vom Punkte F in der x-Ebene aus gelangt man durch 
eine negative Drehung von 180° um den Verzweigungspunkt O 
herum zur positiven imaginären Axe im zweiten Blatte oder 
durch eine positive Drehung von 180° zur positiven imaginären 
Axe im dritten Blatte. Ebenso gelangt man vom Punkte F in 
der v-Ebene durch eine positive Drehung von 120° zur Geraden 
FH und durch eine negative Drehung von 120° zur Geraden 
FD, von welchen diese das Bild der imaginären Axe im dritten 
und jene das Bild der imaginären Axe im zweiten Blatte ist. 

Die Tangente im Schnittpunkte des Kreises (Fig. 7) mit 
der imaginären Axe der x-Ebene an diesen, oder, was dasselbe 
ist, der Kreis schneidet die imaginäre Axe unter einem Winkel 
von 60° resp. 120°; eben denselben Winkel schliessen ihre 
Bilder ein. 


eier 


Von derjenigen Linie im ersten Blatte der Riemann’schen 


Fläche, die der dritten Höhe des gleichseitigen Dreiecks ABC 
2% 


gr ae 


entspricht, können wir Folgendes aussagen: Sie steigt im Punkte 
x——1 senkrecht zur reellen Axe auf, durchschneidet die 
imaginäre Axe im Schnittpunkte derselben mit dem Kreise 
OCC’O’ (Fig. 7) unter einem Winkel von 60° resp. 120° und 
neigt sich wieder zur Axe und schneidet sie im Punkte 
en senkrecht; letzteres folgt daraus, dass 

3 | 24 


dx dx 


— 17T 


ve) N ed 


ist. 
Aus Gründen der Symmetrie können wir schliessen, dass 
diese Kurve ein Kreis ist, dessen Mittelpunkt im Punkte 


( nr 3) der reellen Axe liegt und dessen Radius gleich — ist. 


Umkehrung des Integrals | dv. 


Da dieses Integral zwei von einander verschiedene Perio- 
dieitätsmoduln hat, so ist die inverse Funktion x=g@(v) doppelt 
periodisch. Bezeichnet man nämlich die Werthe von v, inso- 
fern die Veränderlichkeit von x auf T’ beschränkt ist, mit v, 
und lässt die Variable x in T einen Querschnitt überschreiten 
und sich dann in T’ bewegen, so erhält v Werthe v,, die sich 
von den v, um einen Periodicitätsmodul unterscheiden. Setzt 
man nun diese Werthe v, in g(v) ein, so erhält man für x 
wieder die Werthe, die den v, zugehören. Die Gesammtheit 
der v, bildet ein Periodenparallelogramm (im weiteren Sinne), 
welches dem den v, entsprechenden congruent ist, da alle 
Punkte v, gegen die v,, welche zu demselben x gehören, um 
eine constante Strecke (dem Periodicitätsmodul) verschoben 
sind. Führt man x wiederholt über die Querschnitte hinweg, 
so erhält man Werthe von v, welche durch congruente Parallelo- 
gramme repräsentirt werden, welche die ganze v-Ebene bedecken. 


SR N 


Alle diese Parallelogramme erhalten wir, wenn wir das erste 
wiederholt parallel mit sich selbst verschoben denken, bis 
die Seite a", oder bY, auf die Seite a7, resp. b7, zu liegen 


kommt. 

Jedem Punkte der Riemann’schen Fläche T’ d. h. jedem 
Werthpaare (s?, x) entspricht ein v-Punkt innerhalb des Perio- 
denparallelogramms; umgekehrt nimmt die inverse Funktion 
x=-go(v), weil jeder x-Punkt dreimal und nur dreimal in der 
Riemann’schen Fläche enthalten ist, innerhalb des Perioden- 
parallelogramms jeden Werth dreimal und nur dreimal an. 

Es ist cf. Fig. 5 p(v)=» für diejenigen Punkte v, die in 
der Mitte der drei Graden x,x; liegen; p(v)—=0 für diejenigen 
Punkte v, die mit x, bezeichnet sind. Da wir aber zur Be- 
grenzung des Periodenparallelogramms nur ein Paar anstossende 
Seiten a*,a', und b*,b*, mit Ausschluss der Endpunkte x, 
derselben rechnen, so ist in dem Periodenparallelogramm nur 
ein Punkt x,, für welchen g(v)=0 ist. Dieser ist aber ein 
dreifacher, da er einem Verzweigungspunkt in der Riemann- 
schen Fläche entspricht. 

In dem speziellen Falle 


A) 


dx 
u — 
Ve?(1— x? 
ist cf. Fig. 5. 
ov)=—1; p(v)=0; pg(v)=-+1 wenn v im Punkte x, 
bez. x, und x, liegt, soweit diese Punkte zur Begrenzung ge- 
hören. Diese Punkte sind dreifache. 


p(v) =@ HW= ie wenn v in der Mitte der 
Seiten xx, bez. x,x,; und x,x, liegt. 
= sb iv 5 wenn v in den Mittelpunkten der Drei- 


ecke H,', H,', Hea resp. H%. DH; ", H%, liegt. 
Da die inverse Funktion x=gp(v) innerhalb eines Perio- 


Be ik 
denparallelogramms jeden Werth dreimal annimmt, so ist sie 
eine doppeltperiodische Funktion der dritten Ordnung. 

Um nun zur Umkehrung des Integrals ! dv überzugehen, 


stellen wir zunächst dar 


3 3 3 
die Verhältnisse VYs—x, :Vx—x, : VYx—x, durch Theta- 
funktionen. 


Wir bilden das Normalintegral u dv. Seine Perio- 
dicitätsmoduln sind: 


ee BE 2 en rn ne ‚ab 
|nsirg=-ir =in(Z+zivs)=5 v3“ 


[au=—in 
b 


Ferner ist 
2 2, 17; 
UR)=- ge gie; uR)=— 5 a— zin; u(x,)=0. 


Wir nehmen nun das Integral u als Argument und die 


Grösse De v3 als Modul der Thetafunktion 


2 2 
+» far), 2+l i 
= (2u + im) 
ae: ( 2 ) 2 
—_ 


Diese unendliche Reihe ist convergent, da der reelle Theil 
des Moduls « negativ ist; sie ist, da u nie unendlich wird, 
überall in der Fläche T endlich und mit Ausnahme des Quer- 
schnitts b auch überall stetig. Wir setzen: 

FU —6) 
(u) 
dann ist f(u4Aix)=f(u) und 


kan — Zu + 20 Fan 
ut) =| . = — an? — ru a 2 ne f(u) 
iR, 9,,(u) 
nach den Funktionalgleichungen der Thetafunktionen. x und 
A bedeuten beliebige ganze Zahlen. Ist nun 


—f(u), wo ö eine beliebige complexe Zahl bedeutet; 


— 23 — 


=, (ha+gim), 
wo h und g beliebige ganze Zahlen bedeuten, so ist 
— „share + guim) 20 — „ahatgim) en. 
f(u-+ xe) =e f(u) =e f(u); 
Fluten ® f(u); es sei ferner 
Fu) — fu) e Pt 


Fu+xe)=ff(utxe)e 2hu -— 2hxe a „2he — 2h’& — 2hu 
— F(u). 


,‚ dann ist 


(U — 6) 0 2hu 
%1°(u) 

der Riemann’schen Fläche T, die mit Ausnahme der Punkte, 

in welchen der Nenner verschwindet, überall endlich und stetig 


ist also eine algebraische Funktion von x in 


ist, wenn =. (ha+gim) ist. Dieser Bedingung wird nun 


aber genügt, wenn wir für ö die Werthe einsetzen, die u in 
den Verzweigungspunkten besitzt. Es ist daher 


lu —ulzı)] du__ XxX—Xj 
%,1°(U) n 'x—x; 

9%, [u—u(lx,)] au U 27722 

SAN TEL EN a 
%1°(u) x— X; 


da diese Thetafunktion mit dem Argument verschwindet. Um 
die Constanten GC, und C, zu bestimmen, setzen wir in die 
erste Gleichung x=x, und in die zweite x==x,, dann ist 


1 Ich 
9 (za+zir) 4 


—4a— tin __ nm XoXı 
BT N EN 
Yıı OR Diet 
_ 07 te—$inKg — X, 
er 7 — X 
N) = gie) 
rt 3 3 — 4a —#in | nn XKı— X 
28 Re x, 
% (zei 
11 3 3 


es ıst nun 


N 


1 1; 1 1% 
(zei) Bi (Zetz ir) 
2 Da 2 2 
5 BE Eu 
Zul 5 ® ir ) let ie) 


__gfet3im—ie Ile je in ) 


a+ir 
Ee ’ 
— 50 — 41n — 30 3 1 
Yıı (Fetzie) 
folglich 
«+ ınm — 0 — tin TER 
e Tr 3 3 ER 1 € 
N mERy 
C ae am 
2 X — 8% 
9 —u)] A __ dern Ra, 
9ı(U) X % Rod, 
91 [u —ulxz)] a MinXı —X3 X—X 
91°(u) LK 77 d2 X 2% 
x—Xı X X set din 91 -[u— ulx,)] 4u, 
REG 3 9 
X X3 X%3 — X (U) 
a Erz 9, lu —uR)] Be 
EN ee) MEER) 
X X; X, —Xz 91°(u) 


3 3 ee 
Vx = Xı s Vz e va 
3 
Va)& jet tst, Tu—uß)]: 
3 N 2 
Van) @—.) tiert, M—uR)]: 
. 


Va —X3) (X —X3) F1’(U). 


ae ARE Ar 
Untersuchung einiger Thetafunktionen, deren Argumente 
Drittelperiodensysteme sind. 


Wir setzen 


Ar 2 1 1er 
er 9 ut he+ 3 gie) = 


ae 2n+-1\?, 2n 1 
Ihr hu > EI) + FF @u+ sic+ Igintim) 
e” 3 e 


— © 


Diese Funktion genügt den Funktionalgleichungen : 


Pla + im) = (— Nie" pa), 
Banjo ra Es elu); 
h, g, x und A sind beliebige ganze positive oder negative Zah- 
len. Ith=g=0, so lassen wir an der H-Funktion die -In- 
dices weg, ist h=g=1 oder =2, so schreiben wir die Indices 
nur einmal. Nimmt das Argument u den Werth Null an, so 
wird es nicht geschrieben. 
Es reicht aus für h und g die drei Zahlen 0, 1 und 2 zu 
setzen, also die neun Funktionen mit den Indices 
BE 10102 75207512752 1 
zu betrachten, weil alle übrigen mittels der Funktionalglei- 
chungen auf diese zurückgeführt werden können. Denn es ist 
H (Weit -+ 3m)? + 3(h -+ lu+ ae op ae 
h-+3m, g+35n 3 3 
mie | 


ei os0’e+3hu+zhm «a +m?a+2mu—m?«e—2mu—3hma—2gmir 
; 1 Li 
(ut zba+ zei )- 
—(— ee + N sgminer (u). 
hg 


Vermehrt oder vermindert man in H(u) das Argument 
hg 


um Vielfache von = und . so kann man sie durch H-Funk- 


tionen mit veränderten Indices ausdrücken. 


In. 2 9 ae ) 
HM [ ot et sh (u zegim . 
hg \ a. 
2 1 
De el nr 1 2u — zn — 3Min +3he + 2gin-+ im) 
A Un — 1)?@ + 3(h — n)u -— 2bAiz — In? + 3ru > 
2 1 ne 
>. ar nn (2u+3h — ae +2g - 1 Air + im) 
Ba. 48 2 
= 2hAim — In? + 2 BRUT (u); 
be h-n,g—1 
ebenso ist 
2hlin — In? — Zu 
H (v+4.+;) —. { i H (W 
hg 3 3 ht, g+7 


Ferner ist 


Ho ed (ut he +8ir ) 2 
8 


_ 0 50°e — $hu 9 (U ha gir ) 


4h?a — 3hu — ;h?e + 2hu 


= —e HH Wen. 
—Bn8 hg 


Aus diesen Relationen ergiebt sich eine Reihe von Formeln, 
die wir hier der späteren Anwendung wegen zusammenstellen. 


H (u.a, im N dan H_W)=— ee, 
1 1 — 2in— ta-+3u 
H (ua — ir )=e r "Hr 
iS 4 —4ı + 2 
H,(u— air) NE Be en, 
3 3 
1(u—; en „ie ) —e ae H_,u)=— een) 
H, (um Rue ur )=e Ri —sin—a+3u ES) a 
H,(—u). 


H, (u— Fe-gzia)=e en, 


a TEN 
HL Une ie) = H(utzetzia)= 
eg H,(u) 


H(0)=H=0; H,(— 2 a— ; im )=0; B,(— ya gie) a0. 


Ferner ist 
H, (—u)= — 7? H, (u); H, ag? H.. 


Beziehungen zwischen Quadraten, einfachen Produkten 
und dritten Potenzen der H-funktionen. 


Additionstheorem. 

Es lässt sich wie bei den Thetafunktionen un (u) zeigen, 
dass zwischen je drei Quadraten oder einfachen Produkten aus 
H-funktionen eine lineare homogene Relation mit constanten 
Coefficienten besteht. Wir können daher folgende Gleichungen 
aufstellen: 

H,(u+v)Hu—v)=AH(w)H,w)+BH?(u); 


wir setzen u=0; dann ist 


—H(QH@)=BH2; B= N) 


11 i 
1 1 
Be üull en Hai. 
ur u 5 & 5 ir ıst 
BEN Ya H,(v) ET Hm) ir hot a AH 
2 
H)=AH; AN) 

1 


folglich ist 
D HH, (u-+v) H(a—v)=H,%(v) H@)H,(W)—H(@) HH 2). 
Weiter ist 
H,u+v)Hu—vW=AH,(u)H (w-+BH;,?(u); 
u=0 gesetzt; 


a 


_ HE ernr an  _ 
1 
ar DEE 
Ur 3 & 3 17T 
— in —4c+4 44 — 4m — 4a 
eine ee a 
Hei 
H,—W)H,(w)=AHj,H, oder: TH,’ =—rAH,’; 
ERTL)" 
Aa H? ’ 
ID) ?H2H,(u+v)H@—v)=H;,2(v)H(u)H, (u) 
HEN) 2 W. 


Wir stellen ferner die Gleichung auf: 
H(u+v)Huw—v)=AH, (u) H,(u) + BH’Ww); u=0: 
Hm HAN Be! 
ie Seat, 2 u=m— za gim: 
H- we. no H= Bei. af; 
H,—v)H,w)=BH;},? oder — ?H, (v)H,(v) =BH3?; 
__2HNEW), 
I 
IN) 7H,2H(u-+v) Hu—v)=H?(v) H, (u) H,(u) —H,(v) H,(v)H*(u) 
Dividiren wir die Gleichungen I und II durch III, so er- 
halten wir 


Hı2W) Hau) _ H,(y) _ Hı2@) 
‚H(u+v) _Hv) Ha) _H@W H’@. 
" Hat) Ha Ha Ho) #0) 

H(w) Hu) H(v) Ho) 


ferner / 
H,?(v) H,w) Hm) H,*(u) 
H(u+v) _H’w) Ha  H@ _ H%@) 
"Ha+vVTH@ Ha Ho). H@' 
Ha) Ha) H(v) H(v) 
Setzen wir zur Abkürzung 
Mn = 
so gehen die letzten zwei Gleichungen über in: 


_ WW) — AR) u’ (u) 
UNTER 
— RR) — Aa) u) 
KUN una) 
Aus denselben Principien wie die obigen lässt sich auch 
folgende Relation nachweisen: 
Hw)=—1’H,’(wW—r?H,° (u), 
woraus folgt, dass 


WU) Aw). 
Für die Bildung der Differentialquotienten von A(u) und 
u(u) ist es nöthig die Differentialquotienten von H, und H,, also 


( dH, (u) —H, nn ( H, SH 


u=z 5. 
zu bilden. 
Aus der letzten Gleichung folgt aber: 
H?(u)H (u)=— 7?H,?(u)H, (u)— r?H,?(u)H, (u). 
Setzen wir u=0, so ist 
0—=H,?’H, +H,’H, =H,(Hy’+rH)), also HH =—rH,“. 
Ferner ist 
H,°(u) - H2°(u), also auch Ig H,°(u) - Hz? (u) 
eine gerade Funktion und also für u=0 ia 


En @)H, = =. +7 


ug 


du H, 


folglich His. 0). 
Um nun die Differentialgleichungen der Funktionen A (u) 
und u(u) zu bilden, ersetzen wir im Additionstheorem v durch 


du und erhalten: 
H,(u-+du) __ H(w)H, (u) H,? (du) — Hy? (u) H, (du) H (du) 
her H,(u)H, (u) H’(du)— H?(u) H, (du) H,(du)' 
Da nun H,(du)=H,, H,(du)=H,, H(du)=H'.du, H?(du) 


(0 ist, so ist 


Halo) 75 Ho) nn 
Hua Hau) _ Ha) Ha Hd 
z Hw-rdo)n — H,H, 


wa Be 

RN 33 2 ENT ge ’ D) 
urn u a BE 
1 


=, H Va TR 3 H 
HM: H u:(w)du=—r EL: 


‚ folglich 


UW)=— H’ u°(u)du. 


Wa) A w? (u) du. 
2 


Ferner ist: 
„a (u+du) _ H(u) H,(u) H,’(du)—H,(u) H,(du) H(du), 
"H(u+du)  H,(u)H,(u) H(du) — H%(u) H,(du) Hz(du) 


t "Hy?uw)—r "H,H’A%u) du 


— r u(u+du) = —H,B, ; 
4 Bu: 2 (u A H’A? dus 
x s(utdu)=- 2 ul He, ; (u) 
NY dulfu)zer Be: ao) 13°) du. 


Die Constante n lässt sich bestimmen; es ist nämlich 
: 


, ur Vans S En x) V Pen 


ie... H@) N ı_ 
Hua): U (&ı—%) (&ı—;) ve me) =) 


Vs—x; 
Für: lim xx, ,'also ur u. 0 st 


‚ir 1 
dH(u) du H isn un 
Bu &_ Ve) a a 
on, 8 en : a 
"Vs, Van a 
dx 3 V@—x3)? 


3H’in 


3 I 
AV -x) (x)? 
3 


sin BD. = 
Bu: I Eee x) (X3—%,), 
folglich 


a 


Dem aımı A 34 ; 
FI in V Rx) &—%) (R—%2). 
Wollten wir im Additionstheorem v=u setzen, um die 


Werthe für A(2u) und u(2u) zu erhalten, so würden wir For- 


meln von der Form n erhalten. Wir verfahren daher nach 


der Methode der Auswerthung solcher Formeln und erhalten: 
F 20 AM u) A’(v) u) — Cu’)u’w) 
| HR mu 
_ 24°(u) w(u) — wu) 
en)stn (up, 
oder da u’(u) —A’(u)=1, so ist 
A (u) alu) — wu) 
1 (2u) = ——— 5 
IST) 


— „2 | 2C ul) A) u) — CAR) A’) 
wu) =r — CRAm)+CuW) 
_ 2 Au) (u) — A*(u) 
SE IE Re 
_ «(u) AU) + Mu) 
KIT) tue) ° 


NH, ıH 
Hierin isst C0= — r B 


A(2u) = T 


ferner ist: 


vzu 


Um zum Schlusse unsere Resultate zu verificiren, stellen 
wir A(u) und u(u) als Funktionen von x dar, differentiiren 
A(u) nach x und bilden das Produkt 

dA(u) du 
us vdAlul 
Sie sind richtig, wenn dieses Produkt gleich 
ist 


RENT PIERRE N BERLEE 
AV &— x)? &— 2)? 3)” 


ist. Es ist nun 


3 3 


XK—X,; 1/X— 
Au) — Vz =. 
K—Xj X—X3 


Ban 
3 ER 
Wave We 
N Vz: a 
3 n 3 
A nn er 
dx 20003 Xy—Xj x—Xj (x&—x;)? 
du imt 
du) 


z 
Au?(u)V (&—xı1) (X3—Xı) (X3 —%3) 
Setzen wir diese Werthe in das obige Produkt ein, so erhalten 
wir in der That 
dA(u) AB | it 
dx, Am) 


3 > 

AV a)? @—2)? (xx)? 

An diesem Resultate wird nichts geändert, wenn wir statt der 
Congruenzen für u(x,), u(X,) und u(x,) ihre wirklichen Werthe 
einsetzen, nämlich 


1a ; 
uUX)=0; UR)=— e—;iatie; 


18) 


uUX)=— —ue— .in-ia. 
[9] 
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